Matice. Determinant _
Soustavy linearnich rovnic

7.1 Matice

DEFINICE 1. Matice typu (m,n) je soustava m x n realnych ¢isel usporadanych
do m tadkd a n sloupci

aii, Q4iz, 413, ..., Qin
az1, Q22, Q23, ..., Q2p
Am1, Am2, Am3, y Gmn
Cisla aj, i =1,...,m, k=1,...,n, se nazyvaji proky matice.

PozNAMKA 1. Matici obvykle oznac¢ujeme jednim pismenem, napt. A. Chceme-li
oznacit i jeji prvky, piseme
A— (a4 )k‘il,...,n
— \%ik)i=1,...m "
DEFINICE 2. MA-li matice jediny faddek a n sloupcii, mluvime o (n-rozmérném)
radkovéem vektoru
<CL1,CL2,. . .,CLn) .
Ma4-li matice jediny sloupec a m Fadki, mluvime o (m-rozmérném) sloupcovém
vektoru
ai
az

QA

Matice typu (n,n) (o stejném poctu fadku i sloupctt) se nazyva ctvercovd matice
radu n

A11, « -, Aipn
a21, ..., Aap
anlu *y Ann

DEFINICE 3. Hlavni diagondlou matice A = (a;;) typu (m,n) je p-tice ¢isel ajq,
A22, - - -, App, kde p = min{m,n}. Je-li A ¢tvercova matice fadu n, je jeji hlavni
diagonalou n-tice ¢isel a1, ass, . .., Ann.



7.1.1 Nulova a jednotkova matice

Nulovd matice libovolného typu (m,n) je matice, jejiz vSechny prvky jsou
rovny nule; znacime ji O.

Jednotkovd matice je ctvercovd matice, kterd mé prvky hlavni diagonaly rovny
jedné a ostatni prvky rovny nule; znac¢ime ji I. Napf.

L,
oo (59) (o
’ 0

)

9

Y

o = O
= O O

Y

jsou jednotkové matice 1., 2. a 3. Ffadu.

7.1.2 Scitani a nasobeni realnym cislem

Jsou-li A = (a;x), B = (b;;) matice stejného typu (m,n), pak jejich souctem
je matice C = (¢) typu (m,n) (zapisujeme C = A + B), pro jejiz prvky plati

Cik:aik+bik, izl,...,m,kzl,...,n. (71)

Je-li @ € R, pak a-nisobkem matice A je matice D = (d;) typu (m,n)
(zapisujeme D = oA, pro jejiz prvky plati

di, = oa,, 1=1,....m, k=1,...,n. (7.2)

5,1, -1\, (1, 3,1 _ (6,4 -2
2.0, 4 1,2, -2) ~\1,2 2
5. 5,1, -1\ (15,3, -3
2.0, 4 ) {6 0 12
VETA 1. Necht A, B, C jsou matice stejného typu (m,n) a o, 3 € R. Pak pro
jejgich scitani a nasobent redalnym cislem plati

UKAZKA 1.

1. A+B=B+A;
2. (A+B)+C=A+(B+C),
3. A+0=A;
4

. K maticim A a B ezistuje pravé jedna matice X typu (m,n) takovd, Ze plati
A+ X =B. Zapisujeme X = B — A.

5. a(A+B)=aA+aB; (a+ [)A=aA+ [A.

DUSLEDEK 1. MnoZina vSech matic typu (m,n) s operacemi (7.1) a (7.2) tvori
vektorovy prostor dimenze mn.



7.1.3 Nasobeni matic

Je-li matice A = (a;;) typu (m, p) a matice B = (b;x) typu (p, n), pak soucinem
AB matic A a B v tomto poradi je matice C = (¢;) typu (m,n), pro jejiz prvky
plati

p
Cikzzaijbjk7 i:1,...,m, /{::1,...,71. (73)
j=1

Lze tedy nasobit jen takové dvé matice, z nichz prvni mé stejny pocet sloupcti
jako druhé radkii.

UkAzKA 2. Nésobime ,fadek krat sloupec“, tj. prvek a;; soucinu je i-ty fadek

krat k-ty sloupec:
(5, 1, —1) " _11 ;’ B ( 2, 15)
2,0, 4 5. 2 10, 14
VETA 2. Pro ndsobeni matic plati
1. (AB)C = A (BC), lze-li ndsobit matice A a B i matice B a C (v tomto
poradi);
2. (A+B)C = AC + BC, [ze-li matice A a B secist a matice A a C ndsobit
(v tomto portadi);

3. C(A+ B) = CA + CB, lze-li matice A a B secist a matice C a A ndsobit
(v tomto potadi);

4. AO =0, OA = 0, Ize-li tyto matice nasobit.
5. Al = A, IA = A, lze-li tyto matice ndsobit.

PozZNAMKA 2. Pro néasobeni matic neplati obecné komutativni zdkon, a to ani
v pripadé ¢tvercovych matic. Napf.

0,1 0,0\ (L0 ol 0,0 0,1\ (0,0
0,0 1,0/ \0,0 1,0 0,0) \0,1/°
7.1.4 Hodnost matice
Vratime se nejprve k vektorovému prostoru R", coz je mnozina vSech uspofa-
danych n-tic redlnych ¢isel a definujeme hodnost soustavy vektort z R™.

PozNAMKA 3.

1) Soustava vektort X, X, . . ., X; prostoru R” ma hodnost r, jestlize mezi vektory
X1,X3,...,X;, existuje r linedarné nezavislych vektort a kazdyjch r + 1 vektort
jsou uz vektory linearné zavislé.

2) Hodnost libovolné soustavy vektort z prostoru R™ neni vétsi nez n.



VETA 3. Hodnost soustavy vektori se nezmeni, jestlize
1. zameénime poradi vektori v soustave;
2. wvyndsobime libovolny vektor nenulovym cislem;
3. pricteme k libovolnemu vektoru linedrni kombinaci ostatnich;

4. wvynechame vektor, ktery je linedrni kombinaci ostatnich vektori soustavy.

PozNAMKA 4. Matici A = (a;) typu (m,n) mizeme povazovat za m-rozmeérny
sloupcovy vektor, jehoz prvky jsou n-rozmérné fadkové vektory (nebo n sloupco-
vych vektort dimenze m), nebo za n-rozmérny fadkovy vektor, jehoz prvky jsou
m-rozmérné sloupcové vektory (nebo m fadkovych vektorti dimenze n).

VETA 4. Necht A = (ay), i = 1,....,m, k = 1,...,n, je matice typu (m,n).
Potom hodnost r soustavy vsech jejich m tddkovych vektord (a;, i, ..., Qi)
je rovna hodnosti vsech jejich n sloupcovych vektori

A1k
A2k

Qmk,

Tato hodnost r < min{m,n}.
DEFINICE 4. Cislo r se nazyva hodnost matice A a znadi se h(A).

PozNAMKA 5. Kazdou matici A = (a;;) typu (m,n), kterd ma hodnost h(A) =
min{m,n}, miZeme Gpravami fadkovych a sloupcovych vektort podle véty 3
prevést na tvar, kdy pod hlavni diagonélou jsou nuly a soucin prvka na hlavni
diagonéle je riizny od nuly. Hodnost takto upravené matice A = (@) je stejné
jako hodnost matice A. Napf.

1) Matici A typu (4,3), h(A) = 3 lze upravit na tvar

a11, @12, @13

0, ag9, ag3 o
— (11022033 7é 0.
)
07 07 a33
0, 0, 0

2) Matici A typu (3,4), h(A) = 3 lze upravit na tvar

a1, A2, 13, Q14
0, ag, Go3, Q24 | , 11022033 7 0.
0, 0, ass, ass



3) Ctvercova matice A = (a;;) Faddu n se nazjvé

diagondlni, je-li a;; = 0 pro ¢ # k, i,k = 1,...,n, napf. diagonalni matice
3. fadu je

aiy, 0, 0

0, az, 0 )

0, O, as3

dolni trojuhelnikovd, je-li a; = 0 pro ¢ < k, i,k =
trojihelnikova matice 3. fadu je

aii, 07 0
az1, azz, 0 )
31, a3z, A3z3

horni trojuhelnikovd, je-li a; = 0 pro @ > k, i,k =
trojuhelnikova matice 3. fadu je

i1, A12, A13

0, ag, ass

07 07 a3z

7.1.5 Transponovana matice

1,...,n, napf. dolni

1,...,n, napf. horni

DEFINICE 5. Nechf A = (a;;,) je matice typu (m,n), pak matice AT = (az,) typu

(n,m) se nazyva transponovand matice k matici A.

POZNAMKA 6. Transponovani matice AT k matici A vznikne z matice A vymé-
nou radkt za sloupce, jde tedy o preklopeni prvka kolem hlavni diagonaly:

a1, @12, ..., Qin a1, A21, - ..
A — 21, @22, ..., G2n 7 AT — a12, A22, ...
Am1y Gm2, y Amn A1n, A2n,

VETA 5. Pro operaci transponovadni plati
1. h(A) = h(A") pro kazdou matici A;
2. (AT)T = A pro kaZdou matici A;
3. (AB)T = BTAT, lze-li matice A a B ndsobit.

; Amil
; Am2



PozNAMKA 7. Oznaceni transponované matice je vhodné pouzivat zejména u sloup-
covych vektori:
ai
a9 T
A= . :(al,a2,...,an)

an

7.2 Determinant matice

DEFINICE 6. Necht A = (a;) je ¢tvercova matice fadu n. Determinant matice
A je cislo det A, pro které plati
1) pron =1 je det A = a1,
2) pron > 1 ozna¢me My, matici, ktera vznikne vyskrtnutim 1. fadku a k-tého
sloupce z matice A a definujeme

det A= (—1)""ay; det My .
k=1

aii, a12, .-, Ain aii, a12, ---, Ain
. asi, a2, ..., Qo Vs asi, a2, ..., a9
Je-li A = P A pak znadime det A = R
Qp1, An2, y Qnn Qp1, An2, y Qnn

UKAzZKA 3. Podle definice je tedy |a11| = a1,

11, A12,

= (—1)1+1 ~an - |CL22| + (—1)1+2 caig |021| = Q11 Q22 — Q12 " Q21
21, A22,

a analogicky pron =3, ...

DEFINICE 7. Je-li M;; matice, ktera vznikne vyskrtnutim i-tého fadku a k-tého
sloupce z matice A, pak ¢islo A, = (—1)"** det My, se nazyva algebraicky dopinék
prvku a;. v determinantu det A.

PozNAMKA 8. Necht A = (ay) je ¢tvercova matice fadu n a Ay, je algebraicky
doplnék prvku a;; v determinantu det A. Pak

det A = ZaikAik, i=1,...,n, (7.4)
k=1
coz je tzv. rozvoj determinantu podle i-tého radku;
det A=Y apdy, k=1,...n, (7.5)
i=1

coz je tzv. rozvoj determinantu podle k-tého sloupce.
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Determinant se bude lépe pocitat, bude-li obsahovat co nejvice nulovych
prvki, je proto rozumné determinant pii vypoc¢tu vhodné upravovat. O tom ho-
vori nasledujici véta.

VETA 6. Necht A je ctvercovd matice, pak pro jeji determinant plati

1. det A zméni znaménko, vymenime-li mezi sebou dva sousedni vadky (sloupce)
matice A.

2. det A se nezmeént, pricteme-li v matici A k jednomu 7ddku (sloupci) linedrni
kombinaci ostatnich fadki (sloupci) matice A.

3. det A = 0 je-li jeden z radki (sloupci) matice A linedrni kombinaci ostat-
nich. (Zejména tehdy, md-li dva radky (sloupce) stejné nebo je jeden tadek
(sloupec) nulovy.)

4. Jestlize v matici A vyndsobime vsechny proky nékterého tadku (sloupce) ¢is-
lem a € R, pak je jeji determinant roven adet A.

7.2.1 Vypocet determinantu

K vypoctu determinantu mtzeme pouzit ptimo definici 6 (rozvoj podle prv-
niho fadku) nebo diisledek 8. Pomoci vztahu (7.4) nebo (7.5) pfevedeme vypocet
determinantu stupné n na vypocet determinant stupné n — 1, tj. rozvineme
determinant podle i-tého radku nebo podle k-tého sloupce.

1. Pron =2
aii1, Giz2 |
= (11022 — G12G21 -
21, A22
2. Pron=3
a1, A12, A13
. 22, (23 21, G23 21, (22
921, A22, A23 | = A11 - =
32, a33 31, a3z3 asi, a3z

31, a3z, A3z3
= 011(022033 - a23a32) - alz(a21a33 - 023031) + 013(021032 - 022031) =
= (11022033 + A12023031 + U21G32013 — A13022031 — (11023032 — A12021033 .

Pro vypocet determinantu tietiho stupné muze jako pomiicka slouzit Sarru-
sovo pravidlo, které vystihuje nésledujici diagram.



s
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Obr. 1: Sarrusovo pravidlo.

Postupujeme-li od prvku k prvku ve sméru Sipek a ptitradime-li sou¢inu znaménko
uvedené u Sipky, dostaneme

i1, A12, A13
Q21, A22, A23 | =
31, A32, A33

= (11022033 + A21032013 + A31G12023 — A13022031 — (23032011 — (33012021 -

Pocitame-li determinant pomoci rozvoje podle fadku (sloupce), vybirdme si
fadky (sloupce) s co nejvétsim poctem nul. Determinant mizeme nejdiive vhodné
upravit podle véty 6.

PRIKLAD 1. Vypoditame determinant

1, -1, 2, 4 1,-1, 2, 2 1, 0, 1, 3
0, 1L—-1, 2/ _,| 0 1-1 1} | 0 1 -1 1|_
3, -1, 2, 0 3, -1, 2, 0 3, 0, 1, 1

-1, 0, 3, 2 -1, 0, 3, 1 -1, 0, 3, 1

1, 1, 3
=2-(=1)*2| 3, 1, 1[/=2(1+27—-1+3-3-3)=48.
-1, 3, 1

Postupovat 1ze mnoha zptisoby, zde jsme nejprve vytkli ze 4. sloupce ¢islo 2, poté
jsme 2. tadek pricetli k 1. a 3. fadku; ve 2. sloupci ziistal jen jediny nenulovy
prvek, proto determinant rozvineme podle tohoto sloupce. Ziskany determinant
stupné 3 jsme vy¢islili pomoci Sarrusova pravidla.

PRIKLAD 2 (pro labuzniky). Vypocitdme determinant det A stupné n

detA=|"




Reseni: Determinant rozvineme podle prvniho sloupce

2,1,0,...,0,0,0 1,0,0,...,0,0,0
1,2,1,...,0,0,0| [1,2,1,...,0,0,0
QoA o0 L2 0,000 ]0,1,2...,0,00_
0,0,0,...,1,2, 1| (0,00, ...,1,21
0,0,0,...,0,1,2| [0,0,0,...,0,1,2
2,1,0,,0,0,00 o0
172717 707070 12 000
|0 L2000 | B
000 | [0 Lz
0,0,0,...,0,1,2

kdyz jsme determinant ve druhém clenu rozvinuli podle prvniho fadku. Prvni
¢len na pravé strané je dvojnasobek determinantu stejné struktury, jakou ma
dany determinant, ale jeho stupen je o 1 nizsi, determeninat ve druhém clenu
je také stejné struktury, ale jeho stupen je o 2 niz$i. Dostavame tak rekurentni
vztah

D, =2D, 1 — D, » ’
kde Dy =|2|=2a Dy = E;‘ = 3. Z rekurentniho vztahu pak dostaneme
D,=n+1.

(Méme totiz D3 =4, Dy =5, ... To vede k hypotéze, ze D, =n + 1. Dtukaz lze
provést matematickou indukci, indukéni predpoklad se overi analogicky s ipravou
determinantu provedenou v nasem pftikladu. Lze také pfimo secist rekurentni

vztahy pro n = 3,...,k, ziskAme aritmetickou posloupnost Dy, = Dy 1 + 1 a
odsud D, =n +1.)

PozNAMKA 9. Nechf A je ¢tvercova matice fadu n a nechf A je diagonalni nebo

dolni trojuhelnikova nebo horni trojihelnikova matice. Pak

n
det A = H Qi — A11A220A33 . . . Qpp, -
i=1

7.3 Typy Ctvercovych matic

DEFINICE 8. Ctvercova matice A se nazyva requldrni, jestlize k ni existuje matice
B tak, ze
AB=BA=1.

Matice B se nazjva inverzni k matici A a znali se A™'.
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VETA 7. Ctvercovd matice A = (ay,) je requldrni, prave kdyz det A # 0. V tomto
pripadé md inverzni matice A" = (o) proky

A

~ detA’

kde Ay; jsou algebraickeé doplnky prvki ay; v determinantu det A. Pro determi-
nanty inverznich matic plati

Qg

1
det A~! = .
¢ det A

DEFINICE 9. Ctvercova matice A se nazyva singuldrni, jestlize det A = 0.

VETA 8.
1. Inverzni matice A™* je requldrni matici A jednoznacné uréena a plati

(AH) ' =A.

2. Jsou-li A, B reguldrni matice stejného tddu, pak jejich soucin AB je také
requldrni matice a plati

(AB) ' =B 'A°L

3. Je-li A reguldrni matice, je transponovand matice AT také requldrni a plati
(A1) = (A"
4. Pro kazdou ¢tvercovou matici A plati det AT = det A.

VETA 9. Stejné upravy 1-3 z véty 3, které prevedou matici A na jednotkovou
matici |, prevedou matici | na inverzni matici A~

PRIKLAD 3. Najdéte inverzni matici k matici

9 Y

A = » Y

S W =
N Ot DO
— o

) 9

Resent:
1. Podle véty 7. Determinant det A = 15 a algebraické dopliiky A, prvki a;
v determinantu det A jsou

5, 1] _ 3,1 13,5
A11—'271'—3, A12——’071’——3, A13—’072’—6,

2,3 3] |2
A21__'2’1'_47 A22_’0’1’_17 A23_ 0’2’_ 27

23] s |2l
A31_'5’1'__137 A32__ 371‘_87 A33_ ‘3’5‘_ 17

12



tedy

3 4 _1B
157 157 15
-1_|_3 1 s
A - 157 157 15
6 2 1

150 7150 7 15

2. Podle véty 9. Napiseme matice A i | do jednoho schématu a na obé apliku-
jeme stejné upravy.

1,2,3 1,0,0
3,5, 1 0,1,0
0,2, 1 0,0,1
Nejprve odec¢teme trojnasobek prvniho fadku od druhého,
1, 2, 3 1,0,0
0, -1, -8 -3,1,0
0, 2, 1 0,0,1
dale dvojnasobek druhého radku pric¢teme k prvnimu a tietimu radku,
1, 0,-13 -5,2,0
0, -1, -8 -3,1,0
0, 0,-15 -6, 2,1
druhy a tfeti fadek vynasobime ¢islem —1 a tfeti fadek navic vydélime 15,
17 07 —13 _57 2, 0
0,1, 8 3, =1, 0

0,0, 1| £ -2 -1

150~ 150 15
a konecné treti fadek odecteme osmkrat od druhého fadku a pri¢teme tiinactkrat
k prvnimu radku

3 4 13
1a 07 0 15 15° 15
3 1 8
Oa 17 0 15 15 15
00,1 | & -2 1

150 150 15
a na pravé strané schématu mame inverzni matici.

7.4 Soustavy linearnich rovnic

7.4.1 Soustava m linearnich rovnic pro n neznamych

DEFINICE 10. Soustavou m linearnich rovnic pro n neznamych xi, z,, ..., x, na-
zyvame soustavu
a11r1 + 19T + + - -+ ATy = b1
A91T1 + AT + -+ + A2pTp = by (7.6)
, .

Am1T1 + ApaTe + - -+ ATy = bm

13



kde ajx, 2 =1,...,m, k=1,...,n,aby,..., b, jsou dana realna cisla.

Regenim soustavy (7.6) se nazyva kazdd usporddand n-tice redlnych cisel
(u1,...,u,) takova, ze po dosazeni ¢isel uy,...,u, za nezndmé xq,...,x, jsou
splnény vSechny rovnice soustavy (7.6).

Soustavé m linearnich rovnic pro n neznamych lze jednoznac¢né prifadit matici
koeficientt jednotlivych neznamych — rfadek ptredstavuje po fadé koeficienty ne-
znamych v dohodnutém poradi. S¢itaci metoda feSeni soustavy rovnic pak pfejde
na nasledujici operace s touto matici:

1. vyménu dva radkl mezi sebou

2. vynéasobeni vsech prvkl nékterého radku ¢islem o € R riznym od nuly

3. pricteni k jednomu tadku matice linedrni kombinace nékterych ostatnich
radku

4. vypusténi fadku, ktery je linedrni kombinaci ostatnich (napf. je-li fadek
stejny jako néktery ostatni anebo obsahuje samé nuly)

DEFINICE 11. Matice

a1, A12, ..., Aip

A — 21, A22, ..., A2p

Am1, Qm2, y mn

se nazyva matice soustavy (7.6).
Matice
aii, Gi2, ---, Qin, b1
. ag1, U2, ..., U2, Do
B =

Am1y, Am2;s - -5 Amn, bm

se nazyva rozsirend matice soustavy (7.6).

PozNAMKA 10. Soustavu (7.6) mtzeme zkracené zapisovat ve tvaru

Ax = b,

z1
kde A je matice soustavy (7.6), vektor x = ( : ) je sloupcovy vektor neznamych
b1 Tn
ab= ( : > je sloupcovy vektor pravych stran rovnic (7.6).
bm

VETA 10. Soustava (7.6) md tesent, pravé kdyz h(A) = h(B).

Je-li h(A) = h(B) = n, pak soustava (7.6) md pravé jedno tesend.

Je-li h(A) = h(B) = r < n, pak soustava (7.6) md nekonecné mnoho fesent
zavislych na n — r parametrech.
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PRIKLAD 4. ReSte soustavu:

20 +3y+z—u=1
rT+z=2

Resend: 1. ,Klasicky postup:“ Z druhé rovnice = 2 — 2 a dosadime do prvni
rovnice: 2(2—2)+3y+z—u=1= 3y—z—u = —3, odtud tfeba u = 3+ 3y — z.
Lze vypocitat jen dvé neznamé, v nasem pripadé x a u, zbyvajici neznamé zvolime
za parametry, napt. y = k, z = [. Dohodneme-li se, Ze feseni zapiSeme v poradi
[z,v, z, u]. Resenim je tedy usporadana c¢tveiice [2 — [, k,[,3 + 3k — 1], k,l € R.

2. Rozsifend matice nasi soustavy je (pfi dohodnutém potadi nezndmych
[z,y, z,u], prava strana se nékdy kvtli pfehlednosti oddéluje ¢arou):

2,3, 1, —1|1
B = (1, 0,1, 0 ‘2)
Odectenim druhého fadku od prvniho mame:
1,3,0, -1|—1
B_(I,O,l, 0‘2 )
Vratime se k rovnicim

T+3y—u=-1
rT+z=2
a vyjadiime z au: 2 =2 — 2, u = 1 + x + 3y. Nezndmé x = r a y = s budou

parametry. ReSeni dostaneme ve tvaru [r,s,2—r,14+7+3s],r,s €R.
(Pfesvédcte se, ze Ctvefice z postupu 1 i 2 vyjadiuji totéz.)

7.4.2 Soustava n linearnich rovnic pro n neznamych

Soustava n linearnich rovnic pro n neznamych 1, xs, ..., z, je

a11T1 + 129 + + + + + ATy = b1
A91T1 + A22%9 + + + + + AonTy = b2 (7 7)

Ap1T1 + Ap2To + + - + Ty = bn

kde ajx, 2 =1,...,n, k=1,...,n,aby,..., b, jsou dana realna cisla.

Plati samoziejmé vSe co platilo pro soustavu (7.6). Nyni lze navic v ptipadé
regularni matice soustavy A vyuzit det A.
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VETA 11. Je-li det A # 0, md soustava (7.7) pravé jedno teseni
x=A"'b.

Je-li det A = 0, md soustava (7.7) bud nekoneéné mnoho teSent, a to v pripadé
h(A) = h(B), a nemd teseni v pripadé h(A) # h(B).

7.4.3 ZpUsoby feSeni soustavy linearnich rovnic

Gaussova elimina¢ni metoda

VETA 12. Prevedeme-li upravami 1—4 z véety 3 aplikovanymi na tddky matice
roz§irenou matici B soustavy (7.6) na matici B', kterd md pod hlavni diagondlou
samé nuly, pak soustava rovnic pro n neznamych, jejiz rozsirend matice soustavy
je B', md stejné teseni jako soustava (7.6).

Miuzeme tedy soustavu (7.6) prevést na tvar, kdy je snadnéji Fesitelna.
PRIKLAD 5. Elimina¢ni metodou feste soustavu rovnic

$1—2l’2+3l’3:2
35[51—5[52+l’3 =0
31‘1+4l‘2—7l'3 =—6
51‘2-81’3: —6

Reseni: Upravime rozsifenou matici soustavy

1, -2, 3, 2
3, -1, 1, 0
B=135 4 -7 6
0, 5 —8, —6

Y Y

tak, aby pod hlavni diagonalou byly nuly. Odec¢teme trojnasobek prvniho radku
od druhého a tretiho,
1, -2, 3, 2

B _ |0 5 -8 —6
= | o, 10, —16, —12
0, 5 -8 —6

a vysSkrneme tfeti fadek, protoze je stejny jako druhy, a také ¢tvrty fadek, nebot
je dvojnasobkem druhého. Dostaneme

I 1a _2a 37 2
B _'(0, 5,—8,—6)'
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V tpravach vsak mtzeme pokracovat dale, vydélime druhy radek 5 a pricteme
jeho dvojnasobek k prvnimu rfadku

r_ 17 07 _%7 -
' 07 17 _ga -

a napiseme-li soustavu nyni, mame

aloy ol

1
5

8 _
1‘2—31’3——

Ty — g3 = —

uloy ot

Protoze h(A) = h(B) = 2, ma soustava TFeSeni, a protoze h(A) < 3, ma jich
nekoneéné mnoho, zavislych na jednom (n — h(A) = 3 — 2 = 1) parametru.
Zvolime-li x3 = t, t je parametr, pak

_ 1 2
ry = gt — 5
_8;_ 6"
To = gt — 5
Resenim soustavy je mnozina trojic [% — %, %t— g, t], t € R. ReSeni lze upravit

napf. na tvar t[t — 2,8t — 6,5t], t € R nebo i £¢[1,8,5] + £[—2,—6,0], t € R ¢

—2[1,3,0] + s[1,8,5], s € R. (Je-li ¢ € R je také L1 = 5 € R.)

Vypocet pomoci determinantti

VETA 13 (Cramerovo pravidlo). Necht det A = 0, kde A je matice soustavy (7.7).

Pak soustava (7.7) md pravé jedno teseni (xq1, s, ..., x,), kde
det Az
Ti = T
det A

pritom A; je matice, kterd vznikne z matice A tak, Ze i-ty sloupec matice A
nahradime sloupcem pravych stran rovnic (7.7).

PRIKLAD 6. ReSte soustavu rovnic

3$1—2$2+JI3:1
SL’1+5L’2—SL’3:—2 .
21‘1—31’3:0
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Regeni: a) Soustavu vyfesime pouzitim Cramerova pravidla. Vypocitdme

3, -2, 1
detA=1|1, 1, —-1|=-13+#0,
2, 0,-3
1, -2 1 0
detAl: _27 1a -1 :gjxlz_ﬁa
0, 0,-3
3, 1, 1 93
detAy = |1, -2, —1| =23 = 25 = -3
2, 0,-3
3, -2, 1 .
detAg == 1, 17 —2 :6:>x3:_1_3’
2, 0, 0

soustava ma praveé jedno feseni

1
-
x =——1(9,23,6).
73 )
b) Na ukézku predvedeme také FeSeni pomoci inverzni matice. PouZijeme
vétu 11. Pomoci nékteré z diive uvedenych metod vypocteme inverzni matici
A~! k matici soustavy A, dostaneme

) 3, 6, —1
Alt=—| -1,11, 4
13 ) )
2, 4, -5
Je tedy
T 3, 6,—1 1 9
1 1
x=|z |=—1]-1,11, -4 —2|=—=123
13 13
T3 27 47 _5 0 6
Resenim soustavy je
1
-
=-——1(9,23,6).
x =5 (9:23.0)
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