Ur éity integral
Definice: Nech’ F je primitivni funkcek funkci f v intervalu I. Ralil F(b) - F(a) funknich
hodnot funkce F v libovolnych bodech a, b tohotelwalu se nazyva &ty integral funkce f
b
v mezich od a do b a ztisse jf (x)dx.

Podle definice jf (x) dx = F(b) - F(@).

Vypocet uréitych integrala

Véta: Neclht fy, f; jsou intervalu | spojité funkce, a, b néghou libovolné body z | a1,
libovolné reélné konstanty. Potom plati

[lef, (0 +c,f, (0] dx =, [f,(x) dx+c, [f,(x) dx
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Priklad: Vypoctste integral J'(3x3 —2x +5)dx.
0

ReZeni:
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e P¥i zamene mezi utitého integralu se émi znaménko:
b b
jf (x) dx = —jf (x) dx

Véta (o aditivnosti uritého integraly: Je-li funkce f spojita intervalu I, ktery obsgé
libovoln¢ polozené body a, b, ¢, pak plati:

bjf (x)dx = cjf (x)dx+ tjff (x) dx



Integraéni metody

Metoda per partes
Véta: Jsou-li u = u(x), v = v(x) funkce majici v interana, b> spojité derivace, pak plati

l]‘uv' dx = [uv]. - l]'u'v dx.

Priklad: Vypoctéte fx sinx dx.
0
ReZeni:

.. Uu=Xx Vv=sinx
Ixsmxdx:
0

) =[-xcosx[; - [cosx dx = 7 cosx + 0+ [sinx]; = 7
u=1l v=-cosx 5
Substituéni metoda

Véta: Jsou-li funkce t = g(x) a jeji derivace g’ (x) spdy uzavenem intervaIL(a, b> aje-li
zarovei spojita i funkce f(t) pro vSechnat = g(x), kde<>a, b> , pak plati

b 9(b)
Jfaengxax="[fnat.
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Nové meze v substituci t = g(x)diime jako funkni hodnoty g(a), g(b).

2
Priklad: Vypocitejte j\/17+ 4x dx.
-4

Reseni:

17+ 4x =t

4dx =dt ; 25
2J'\/17+4xdx—dx—1dt —lzji\/?dt—lzjztidt—l t _1 Z[tx/f]fs—
g 7 a 4 4 403 4’3 -

t, =17+ 4.(-4) =1 2 |,

t,=17+42=25

_Loss-1-1124-52
6 6 3



Uziti integrélniho poétu

a) Obsah utvaru U = U(a, b, f)

Jde o utvar omezeny osou Xifpkou y = 0) a fimkami o rovnicich x = a, x = b.

S(U) = [f(x) dx

“A

oy = f(x)
%
a |0 b)-i’

Piiklad: Vypoctéte Gtvar, ktery je ohratén Kivkamif: y=x*+1,y=0,x = -1, x = 2.

Reseni:

SU) = j[(xz +1)dx= |:X—33+x:|_1 _£
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Jestlize funkce f nenabyva kladnych hodnot naVnaIIer(a; b> , pak p@itame absolutni
hodnotu pislusného integralu.
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b

y = f(z)

> V) =

bjf (x) dx|

= —bjf (x) dx



Piiklad: Vypoctste obsah Gtvaru, ktery je ohraen Kivkami f: - X2 + 2x - 3,y =0, x = 0,

x> ’
=|| - —+x*-3x
3 0

3
S(U) =| [(-=x* + 2x —3dX
> S]]

Pro funkci, ktera na interval(a; b> nabyva kladnych i zapornych hodnot plati:

SU) = ]f (x) dx —(i[f (x) dx+ t_)[f (x) dx

9\

Priklad: Vypoctéte obsah atvaru omezenéhiavkami f:y =sinx,y =0, x =0, x =2.




T 2z
S(U) = [sinxdx~ [sinx dx = [~ cosx[; +[cosx]2" = —cosz + cos0+ cos2z —cosz =
0 T

=1+1+1+1=4

b) Obsah utvaru U = U(a, b, f, g)

Obsah utvaru ohratgného kivkami y = f(x), y = g(x), X = a, X = b gitame podle vztahu

Vi () = [If(x) = g00]dx

NN

a
Piiklad: Vypoctste obsah Gtvaru, ktery je ohraen Kivkamiy = 2 - X, y = x.
ReZeni:

Nejdrive ukime meze witého integralu:

2-x’=xox*+x-2=0 (x+2)(x-) =0 x=-2 nebox =1
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c) Objem rotaéniho télesa

Véta: Objem V rot&niho €lesa, které vznikne rotaci Gtvaru U = U(a, b, fi)em osy X, se
vypccita podle vzorce

b
V:ﬂjfz(x)dx.

Priklad: Vypoctéte objem rotaniho valce s pologrem r a vySkou v.
ReSeni:

fxX)=r,x=0,x=v

A
V=z|r*dx= alr?x}y = zr2v
0

v

Véta: Objem V rot&niho €lesa, které vznikne rotaci Utvaru U = U(a, b, fgd)em osy y, se
vypotita podle vzorce

\Y; =7rbjf2(y) dy:ﬂbjx2 dy.



